
1 ML =
∑
i

(m)iとMS =
∑
i

(ms)iの証明

証明 　 n電子系において，演算子 F̂ (τ1, τ2, · · · , τn)を考える。これが，個々の電子だけに作用する演算子の
和で書けるとしよう。もちろん，L̂z と Ŝz は，このように和の形で表せる。

F̂ (τ1, τ2, · · · , τn) =
n∑

i=1

f̂(τi)　
具体例としては−−−−−−−−−→　


L̂z(r1, r2, · · · rn) =

n∑
i=1

ˆ̀
z(ri)

Ŝz(σ1, σ2, · · · , σn) =
n∑

i=1

ŝz(σi)

(1)

このような演算子 F̂ を波動関数Ψ = |ψ1 ψ2 · · · ψn|に作用させよう。ここで，|ψ1, ψ2, · · · , ψn|は n行 n列の
Slater行列式の省略形である1。

F̂Ψ(τ1, τ2, · · · , τn)

　　 =
n∑

i=1

f̂(τi)
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(τ1) ψ1(τ2) · · · ψ1(τn)

ψ2(τ1) ψ2(τ2) · · · ψ2(τn)

...
...

. . .
...

ψn(τ1) ψn(τ2) · · · ψn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
省略形をきちんと書いた

=
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f̂(τ1)ψ1(τ1) ψ1(τ2) · · · ψ1(τn)

f̂(τ1)ψ2(τ1) ψ2(τ2) · · · ψ2(τn)

...
...

. . .
...

f̂(τ1)ψn(τ1) ψn(τ2) · · · ψn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
i=1

+
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(τ1) f̂(τ2)ψ1(τ2) · · · ψ1(τn)

ψ2(τ1) f̂(τ2)ψ2(τ2) · · · ψ2(τn)

...
...

. . .
...

ψn(τ1) f̂(τ2)ψn(τ2) · · · ψn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
i=2

+

· · ·+ 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(τ1) ψ1(τ2) · · · f̂(τn)ψ1(τn)

ψ2(τ1) ψ2(τ2) · · · f̂(τn)ψ2(τn)

...
...

. . .
...

ψn(τ1) ψn(τ2) · · · f̂(τn)ψn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
i=n

(2)

ここで，L̂zをn電子系に作用させるとどうなるのかみてみよう。ここで，n個の電子はそれぞれm1, m2, · · · ,mn

という磁気量子数を持つ軌道を占めているとし，これらの 1電子波動関数を φm1 , φm2 , · · · , φmn と書く。

1「詳解　量子化学の基礎」193～194頁では，証明の肝心な部分で省略形を用いた不親切な書き方になっています。すみません。
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L̂zΨ(τ1, τ2, · · · , τn)

　　 =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ˆ̀
z(τ1)φm1(τ1) φm1(τ2) · · · φm1(τn)

ˆ̀
z(τ1)φm2(τ1) φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

ˆ̀
z(τ1)φmn(τ1) φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) ˆ̀
z(τ2)φm1(τ2) · · · φm1(τn)

φm2(τ1) ˆ̀
z(τ2)φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) ˆ̀
z(τ2)φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

· · ·+ 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) φm1(τ2) · · · ˆ̀
z(τn)φm1(τn)

φm2(τ1) φm2(τ2) · · · ˆ̀
z(τn)φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) φmn(τ2) · · · ˆ̀
z(τn)φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
　　　　　ところで，̂̀ zφmi = mi~φmiだから，

=
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1~ φm1(τ1) φm1(τ2) · · · φm1(τn)

m2~ φm2(τ1) φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

mn~ φmn(τ1) φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) m1~ φm1(τ2) · · · φm1(τn)

φm2(τ1) m2~ φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) mn~ φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

· · ·+ 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) φm1(τ2) · · · m1~ φm1(τn)

φm2(τ1) φm2(τ2) · · · m2~ φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) φmn(τ2) · · · mn~ φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
　　　　　次式への変形は，後ろの方の「補題」を参照せよ

= (m1~ +m2~ + · · ·+mn~)
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) φm1(τ2) · · · φm1(τn)

φm2(τ1) φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
( n∑

i

mi~
) 1√

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φm1(τ1) φm1(τ2) · · · φm1(τn)

φm2(τ1) φm2(τ2) · · · φm2(τn)

...
...

. . .
...

φmn(τ1) φmn(τ2) · · · φmn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

すなわち，L̂z の固有値ML~は
n∑
i

mi~に等しいことがわかった。以上でML =
∑

i

(m)iが証明できた。
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次にMSについて証明しよう。ここでも前と同じように，n個の電子はそれぞれms1, ms2, · · · ,msnという
スピン磁気量子数を持つとし，これらの 1電子波動関数を φms1 , φms2 , · · · , φmsn と書く（と，前の証明と完全
に同じだから，読む必要はない）。

ŜzΨ(τ1, τ2, · · · , τn)

　　 =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ŝz(τ1)φms1(τ1) φms1(τ2) · · · φms1(τn)

ŝz(τ1)φms2(τ1) φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

ŝz(τ1)φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) ŝz(τ2)φms1(τ2) · · · φms1(τn)

φms2(τ1) ŝz(τ2)φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) ŝz(τ2)φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

· · ·+ 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) φms1(τ2) · · · ŝz(τn)φms1(τn)

φms2(τ1) φms2(τ2) · · · ŝz(τn)φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · ŝz(τn)φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
　　　　　ところで，̂szφmsi = msi~φmsiだから，

=
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ms1~ φms1(τ1) φms1(τ2) · · · φms1(τn)

ms2~ φms2(τ1) φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

msn~ φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) ms1~ φms1(τ2) · · · φms1(τn)

φms2(τ1) ms2~ φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) msn~ φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

· · ·+ 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) φms1(τ2) · · · ms1~ φms1(τn)

φms2(τ1) φms2(τ2) · · · ms2~ φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · msn~ φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
　　　　　次式への変形は，後ろの方の「補題」を参照せよ

= (ms1~ +ms2~ + · · ·+msn~)
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) φms1(τ2) · · · φms1(τn)

φms2(τ1) φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
( n∑

i

(ms)i ~
) 1√

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φms1(τ1) φms1(τ2) · · · φms1(τn)

φms2(τ1) φms2(τ2) · · · φms2(τn)

...
...

. . .
...

φmsn(τ1) φmsn(τ2) · · · φmsn(τn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

すなわち，Ŝz の固有値MS~は
n∑
i

(ms)i ~に等しいことがわかった。以上でMS =
∑

i

(ms)iが証明できた。

証明終了
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2 補題
行列式 |A|を次のように定める。

|A| :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

ここで，次の値を考える。

X =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 · a11 a12 · · · a1n

b2 · a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

bn · an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 · a12 · · · a1n

a21 b2 · a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 bn · an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1 · a1n

a21 a22 · · · b2 · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · bn · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)

すると，

X = (b1 + b2 + · · ·+ bn)|A| (7)

が成り立つ。以下でこれを示す。

証明 　まずは，余因子展開について復習する。

行列式 |A|において，その第 i行と第 j列を除いて残りの成分で作った (n− 1)次の行列式

第 j列
↓

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←第 i行 (8)

をDij で表し，これを |A|の (i, j)成分の小行列式という。また，Dij に符号 (−1)i+j をつけた

Aij := (−1)i+jDij (9)

を |A|の (i, j)成分の余因子という。すると，n次の行列式 |A|は任意の行（または列）の各成分とその余因子
の積の和として，次のように表すことができる。

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (i = 1, 2, · · · , n) (10)

|A| = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, 2, · · · , n) (11)

復習はここまで。
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(6)式右辺のそれぞれの行列式を，biをかけた列で余因子展開する。

X =b1 · a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n

...
. . .

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D11

−b2 · a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

...
. . .

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D21

+ · · ·+ (−1)n+1bn · an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

...
. . .

...

an−1,2 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Dn1

− b1 · a12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2n

...
. . .

...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D12

+b2 · a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D22

− · · ·+ (−1)n+2bn · an2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...

an−1,1 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Dn2

　　　　
...

+ (−1)1+nb1 · a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2,n−1

...
. . .

...

an1 · · · an,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D1n

+(−1)2+nb2 · a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,n−1

...
. . .

...

an1 · · · an,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D2n

+

· · ·+ (−1)n+nbn · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,n−1

...
. . .

...

an−11, · · · an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Dnn

　　　　次に，b1, b2, · · · , bnでくくる

= b1
(
a11D11 − a12D12 + · · ·+ (−1)1+na1nD1n

)︸ ︷︷ ︸
|A| の 1 行目での余因子展開になっている

+b2
(
−a21D21 + a22D22 + · · ·+ (−1)2+na2nD2n

)︸ ︷︷ ︸
|A| の 2 行目での余因子展開になっている

+

· · ·+ bn
(
(−1)n+1an1Dn1 + (−1)n+2an2Dn2 + · · ·+ (−1)n+nannDnn

)︸ ︷︷ ︸
|A| の n 行目での余因子展開になっている

　　　　すると，くくられたものが全て |A|の余因子展開になっていた

= (b1 + b2 + · · ·+ bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12)

証明終了
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